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ENSEMBLES DE RIESZ

VALERIE TARDIVEL

ABSTRACT. Let G be an abelian countable discrete group. We show that

there exists no positive characterization of Riesz subsets of G, by proving that

the Riesz subsets of G form a coanalytic non-Borel subset of 2G.

Soit G un groupe abelien discret denombrable. Nous demontrons qu'il n'existe

pas de caracterisation positive des ensembles de Riesz de G, en prouvant que les

ensembles de Riesz de G forment un coanalytique non borelien dans 2G.

Si G est un groupe abelien discret denombrable, le groupe dual G est un compact

metrisable. Le spectre d'une mesure n, element de M(G), est le support de p, dans

G discret. II est note S(fi). On notera m ou d£ la mesure de Haar sur G. Les

notions d'analyse de Fourier utilisees se trouvent dans les deux premiers chapitres

du livre de Rudin [Rl].

Soient E et F, deux espaces polonais. Un ensemble A C E est un ensemble

analytique, s'il existe un borelien B C E x F, tel que A soit la projection de B

sur E. Le complementaire d'un ensemble analytique est un ensemble coanalytique.

Les resultats utilises en theorie descriptive se trouvent dans Dellacherie [D].

On note S l'ensemble des suites finies d'entiers. Pour s et s' elements de S, on

note s < s' si s est une section commen^ante de s'. Si s et s' sont deux elements

de S, on note ss' la suite obtenue par concatenation des suites s et s'. On notera

\s\ la longueur de s.

DEFINITION 1. On appelle arbre sur N, un ensemble T de suites finies d'entiers

telles que (no, ni ,...,«*;) E T => (no,ni,... ,nk-i) € T. (rik) est une branche

infinie pour T si Vfc (no,..., n*) G T. Un arbre T est dit bien fonde, s'il ne contient

aucune branche infinie.

Si on identifie un arbre T avec sa fonction caracteristique, l'ensemble T des

arbres sur N est un sous-ensemble de 2s. On voit facilement que T est un feraie" de

2s. Si on le munit de la topologie induite par 2s, on obtient un compact metrisable.

On a le theoreme suivant:

THEOREME 2 [D]. L 'ensemble des arbres bien fondes sur N est un ensemble

coanalytique non borelien.

Nous allons maintenant definir les ensembles de Riesz.

DEFINITION 3. Soit G un groupe abelien discret denombrable. Une partie

A C G est un ensemble de Riesz, si toute mesure definie sur G, a spectre contenu

dans A, est absolument continue par rapport a la mesure de Haar.
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REMARQUES. (1) L'ensemble vide est un ensemble de Riesz car S(fJ-) = 0

entraine n — 0.

(2) Toute sous-partie d'un ensemble de Riesz est encore un ensemble de Riesz.

(3) D'apres le theoreme de F. et M. Riesz, N est un ensemble de Riesz dans Z

[R2].
On appelle r la topologie induite sur G par le compactifie de Bohr bG de G [Rl].

Le theoreme suivant, est une generalisation d'un resultat du a Meyer [M].

THEOREME 4. Soit E C G un ensemble de Riesz. Soit A C G, possedant la

propriete suivante: pour tout x £ E, il existe un r-voisinage ouvert Vx de x tel que

Vx D A soit un ensemble de Riesz. Alors A est un ensemble de Riesz.

DEMONSTRATION. Soit [i, un element de M(G), dont le spectre est contenu dans

A. Nous allons montrer que la partie singuliere fis, de /*, est nulle. Soit x £ E et

soit Vx un r-voisinage ouvert de x tel que VXF\A soit un ensemble de Riesz. II existe

alors une mesure atomique a telle que a{x) = 1 et a = 0 sur le complementaire de

VX [M]. Alors, le spectre de \i * a est contenu dans Vx n A, qui est un ensemble de

Riesz. On en deduit que {fi*a)s = 0. Puisque (n*a)s = fis*a [M], en passant aux

transformees de Fourier, on obtient fis(x) = 0. Done, le spectre de fis est contenu

dans E, qui est ensemble de Riesz. On en deduit que fis est nulle, et que A est un

ensemble de Riesz.

PROPOSITION 5.   Tout ensemble fini est un ensemble de Riesz.

DEMONSTRATION. Soit E = {x0,... ,Xk} et soit n une mesure dont le spectre

est contenu dans E. La mesure v definie par u = Ylj=o P-(xj)(€i Xj)d£ est telle que

it = /i. Done n = v et, par consequent fi -C m.

DEFINITION 6. Soit (xk) une suite d'elements de G. (xk) est dite dissociee si

tout element de G admet au plus une representation de la forme

" [{-1,0,1}     si2zfc^0,
>   ekxk     (me* € \   .     .
f^0 I {0,1} 8i2ifc = 0.

THEOREME 7.   Soit (xk) une suite dissociee d'elements de G. Soit

E = I ^2ekXk\ek = -1,0,1 si2xk ^ 0, ek — 0,1 si2xk = 0 > .

U>° i
Alors E n'est pas un ensemble de Riesz.

DEMONSTRATION. Soit (a*) une suite de reels compris entre — ̂ et |, et ne

tendant pas vers 0 a l'infini. Pour tout k element de N, on definit la fonction Pk

par

p (e) = f (1 + ak{xk, 0 + a/c^tTO)     si 2xk ? 0,

fcUJ      \(l + ak{xk,0) s\2xk=Q.

Pour tout n element de N, on definit la mesure de probability /zn par

n

»n=HPk(Odrn(Z).
fc=0
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(in verifie alors

'  An(0) = 1,

(!) {  Mx) = Yli=oakkl     six = jyk=Q£kxk, j<n,

fin = 0 sinon.

D'apres (1), et puisque les mesures \xn sont des mesures de probability, la suite

(A*n)n>o possede une limite vague /x telle que

( A(o) = 1,

<   (l{x) = nJfc=0 afc*'       si X = £fc=0 £kXk,

{ jx(x) = 0 sinon.

(j, est une mesure de probabilite dont le support est contenu dans E. Puisque la

suite (oik) ne tend pas vers 0, \i n'est pas absolument continue par rapport a la

mesure de Haar. E n'est done pas un ensemble de Riesz.

Notre but, maintenant, est de montrer que R(G), l'ensemble des ensembles de

Riesz, n'est pas borelien (Theoreme 10). En utilisant les Theoremes 4 et 7, nous

allons associer a tout arbre bien fonde un ensemble de Riesz, et, a tout arbre qui

n'est pas bien fonde, un ensemble qui n'est pas un ensemble de Riesz. Nous aurons

a etablir deux resultats preliminaires. Tout d'abord, nous introduisons sur G une

nouvelle topologie.

G est un groupe abelien discret denombrable. Le compactifie de Bohr de G,

bG, est un compact, qui generalement n'est pas metrisable. Cependant, on peut

trouver un compact metrisable G* contenant G. En effet, considerons dans G, un

sous-groupe denombrable separant les points de G. Son groupe dual, G*, est un

compact metrisable contenant G. En fait, G* peut etre identifie a un quotient de

bG [Rl]; bG se projette done sur G*. Si on note r*, la topologie induite sur G par

G*, tout ouvert de G pour r* est un ouvert de G pour r.

LEMME 8. Soit K un compact metrisable. Soient D un ensemble denombrable

contenu dans K et F un ferme disjoint de K. Alors, il existe des ouverts Un, deux

a deux disjoints, tels que

(i) un n f = 0,

(iii) UnC\D est ouvert et ferme dans D.

DEMONSTRATION. Soit x un element de D. D etant denombrable, on peut

trouver r € R*+ tel que B(x,r)C\D soit ouvert et ferme dans D, et B(x,r)dF = 0.

On en deduit un recouvrement de D par des boules Bn telles que BnC\D soit ouvert

et ferme dans D, et Bn n F = 0. Si 1'on pose Un = Bn\ {Jk<n Bk, les Un verifient

les conditions (i), (ii), et (iii) de l'enonce.

THEOREME 9. Soit G un groupe abelien discret denombrable. Soit G*, un

compact metrisable, contenant G, et induisant sur G la topologie t*. Soit {xk)k>o>

une suite d'elements non nuls de G, tendant vers 0 pour la topologie t*.

Alors, pour tout s £ S, on peut construire:

(i) un ensemble

fM-i )
E" = { £ ^4a)l£fc = -1.0,1 si 2t{ks) ? 0,ek = 0,1 si 2t[s) - 0,^s) G (xk) \

tel que s < s' => Es C Esr,
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(ii) une partition {W,' )jeN en ouverts fermes, pour la topologie induite par G*,

de G\ES;

(iii) si s = rk, un ouvert Us de G\Er, pour la topologie induite par G*, reunion

d'elements de (W,-   ) et verifiant:

U~ n U- = 0     sik^ n,
rk rn

Et\Er C U~      si rk < t.
rk

DEMONSTRATION. On note (pfc)fc>o la suite des nombres premiers. A toute

suite finie s = (no,..., nk), on associe l'entier naturel v(s) — Po°Pi' '' 'Pfc*+1- On

verifie aisement, que v est une bijection de S sur N, verifiant s < s' =► u(s) < v(s').

Nous allons construire, par recurrence, pour tout A; = i/(u) un ensemble Eu, et des

parties finies A*L de N tels que
an

(a) si k' > k, AkL D Ak-.,
sn sn

(/?) sim/n, Afc_ nAt = 0,
sm sn

(7) si t> s~ri et i/(f) < k, Et\Es C \JjeA^ WJs),
sn

(6) si v(sn) > k, A*L = 0.
an

On pose E<z = {0}. Grace au Lemme 8, on construit (W®)jeN verifiant (ii). A cette

etape de la construction, il n'y a que la condition (6) qui est verifiee. Supposons la

construction effectuee pour tout A; < n = v{s), et effectuons la construction pour

s. On a done construit:

-des ensembles Eu, pour v(u) < v(s), verifiant (i),

-des partitions (W,-    )jsn, pour v{u) < v(s), verifiant (ii),

-des parties finies de N, Ah~, verifiant (a), (/?), (7), et (8).
up

On a s = rm, par exemple. II faut trouver £r,% element de G\Er et extrait de la

suite {xk)k>o, pour construire

Es=ErU {Er + t$ }U{ET- t\ij}     si 2tf;f # 0

ou

£s = £rU{£r+^|)}       Si 2tf*) = 0

et il faut construire les A"~ verifiant (a), (/?), (7), et (6).
up

Pour simplifier les notations, posons tfv = t. Soit 2 element de Er, x ^ 0.

II existe une suite u, de longueur maximale, pour laquelle on a: x € Er\Eu C

U 6An_1 wj"^ si "P < r(*)- Nous allons trouver t et A™, tels que
up

(a) pour tout x verifiant (*)

x + te   (J   WJu)     si up <r,
jeAi.

up

x-te   \J   W^u)     si up < r,

jeAi,
up
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la deuxieme condition pouvant etre nulle

(b)

te  (J wj"\   -te   (J  wju\
jeA<^ j€A1.

up up

la deuxieme condition pouvant etre nulle.

D'apres la condition (6), il suffit de construire les A"-, verifiant (a), (/?) et (7)
up

pour u(up) < n.

La suite (xk) tend vers 0, done, pour tout x verifiant (*), la suite x + t, ou

t € (xk), tend vers x (il en est de meme pour la suite x-t). Si x G U,6An_1 WJ   >
up

pour t suffisamment grand, puisque Ujg/i^r1 ^j    est ouvert, en Peut avoir (x + t),
up

(respectivement x — t) element de Uig^"-1 W,-    . Puisqu'il n'y a qu'un nombre fini
up

de tels x, on peut trouver t tel que (a) soit verifie, des que A1 D A1_1.
up up

Pour que la condition (b) soit verifiee, il faut que Ton puisse trouver t dans la

suite (xjfc) tel que pour tout up < s,t soit dans un W   „   et —t soit dans un W    ~
i(up) i'(up)

qui n'aient pas d£ja 6te choisis. II suffit alors de poser An~ = A™.-1 U{j(up), j'(up)\
up up

pour avoir le r£sultat, puisque les WJ    forment des partitions de G\EU.

Pour chaque u, telle que u(u) < v(s), il n'y a qu'un nombre fini de Wj qui

ont 6te choisis. Supposons, qu'a partir d'un certain rang, tous les elements de la

suite (xk) soient dans la reunion de ces W-     {v{u) < v{s)).  Alors, il existe un

Wj     contenant un nombre infini d'elements de la suite (xk)- Done, il existe une

suite extraite qui se trouve dans l'un des W-    . Cette suite extraite converge vers

0, et, W-     etant ferme, doit contenir cette limite.   Or, ceci est impossible par

construction de W-    .   II y a done une infinite d'elements de (xk) en dehors des

Wj deja choisis. S'il y a une infinite d'elements de la suite (xk) qui ne sont pas

d'ordre 2, un raisonnement analogue au precedent montre qu'il y a une infinite"

d'elements t de la suite tels que t et —t soient en dehors des W-     deja choisis. On

choisit done t, j(up) et j'(up), pour up < s tels que la condition (b) soit satisfaite.

On acheve ainsi la construction de Es, et des A™, verifant (a), (/?), (7), et (S)
up

au rang n. Es verifie (i). Ensuite, le Lemme 8 permet de construire la partition

(^iS))i€N verifiant (ii). II suffit alors de poser U~ = \J{^s)\j G IkAl} pour

que (iii) soit verifiee.

Ceci acheve la demonstration du theoreme.

THEOREME 10. Soit G un groupe abelien discret denombrable. R(G) n'est pas

borelien.

DEMONSTRATION. Soit (tk) une suite d'elements non nuls de G tendant vers

0 pour r*. On peut, par induction, a partir de la suite (tk), construire une suite

dissociee (xk) tendant vers 0 pour r* [G-McG, Lemma 7.1.1] A partir de cette

suite (zfc), on effectue la construction donnee par le Theoreme 9.
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Soit T un arbre sur N. Posons F(T) = \JseT Ea.

(a) Nous allons montrer: F(T) est un ensemble de Riesz si, et seulement si, T

est bien fonde.

(1) Si T admet une branche infinie, F(T) contient un ensemble de la forme

{]Cfc>o £kXk\£k = _1,0,1 si 2x'k ^ 0, £fc = 0,1 si 2x'k = 0} ou la suite (x'k) est une

suite dissociee, extraite de la suite (xk). D'apres le Theoreme 7, F(T) n'est pas un

ensemble de Riesz.

(2) Supposons que F(T) ne soit pas un ensemble de Riesz. Pour s G S, on pose

FS(T)=\JU>SEU.

D'apres la construction effectuee au theoreme precedent, on a

F.{T) cEsu({J U~) •

Nous allons montrer que T contient une branche infinie. On a

F(T) = {jF{n)(T).
n

Montrons qu'il existe (no) G T, telle que ^(no) {T) ne soit pas un ensemble de Riesz.

Supposons que ceci soit faux. Soit x G G\E<z- x est dans Fun des W- ', soit W-,X.

D'apres la construction effectuee au Theoreme 9, W.-(JnF(T) = 0 ou, il existe (n)

tel que j(x) G Ufc K et W^x\ n F(T) C F{n)(T). On en deduit que W™ n F(T)

est un ensemble de Riesz. Puisque les W-,\ sont des ou verts de G pour r et E<z

est un ensemble de Riesz, d'apres le Theoreme 4, F(T) est un ensemble de Riesz.

II existe done bien n0 telle que F(„0)(T) ne soit pas un ensemble de Riesz. De plus,

(no) G T car sinon F(„0)(T) serait l'ensemble vide, done un ensemble de Riesz.

Supposons qu'il existe s E.T telle que FS(T) ne soit pas un ensemble de Riesz, et

montrons que l'on peut trouver n G N, tel que F. -. (T) ne soit pas un ensemble de

Riesz et tel que (sn) G T. On a FS(T) = (J  F -AT). Supposons, que, pour tout
\sn)

n, F.-AT) soit un ensemble de Riesz.  Soit x G G\ES.  x est done dans l'un des

(s) (s)
W;   , soit W),\.   Comme precedemment, en utilisant le Theoreme 9, on montre

que W-?K fl Fg(T) est un ensemble de Riesz. Les W-?L etant des ouverts de G

pour la topologie r et Es etant un ensemble de Riesz, une nouvelle utilisation du

Theoreme 4 montre que FS(T) est un ensemble de Riesz. Done, il existe bien n tel

que F.-AT) ne soit pas un ensemble de Riesz. Puisque F.g^AT) ne peut pas etre

vide, (sn) G T.

Done, pour toute suite finie s G T telle que FS(T) ne soit pas un ensemble de

Riesz, il existe n G N tel que (sn) G (T), et F.-AT) ne soit pas un ensemble de

Riesz.

On en deduit l'existence d'une suite infinie d'entiers a, telle que, pour toute

section commengante s de a, FS(T) soit non vide et ne soit pas un ensemble de

Riesz et s G T. a est done une branche infinie pour T.

Ceci acheve la partie (a) de la demonstration.

(b) On montre facilement que l'application F de T dans 2G definie par F(T) —

Us6T Es, est de premiere classe.
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Si R(G) etait borelien, son image reciproque par F serait un borelien de T. Or,

cette image reciproque est l'ensemble des arbres bien fondes sur N qui, d'apres le

Theoreme 2, n'est pas borelien. Done R(G) n'est pas borelien.

THEOREME 11. Soit G un groupe abelien discret denombrable. R(G) est un

ensemble coanalytique dans 2G.

DEMONSTRATION. 2g est un espace polonais. MX(G), muni de la topologie

vague, est egalement un espace polonais.

Or, A C G est un ensemble de Riesz, si et seulement si,

V/iGM^G)    (Vx G G (x £ A => /}(x) = 0)) => fi < m

or, ix est absolument continue par rapport a m si, et seulement si, |//| est absolument

continue par rapport a m, c'est-a-dire si, et seulement si

Ve > 0   3n > 0   V5 borelien     m(B) < n => \n\(B) < e

ou encore

Vfc > 0    3p > 0   VB borelien     m(B) < - => |/z|(-B) < -.
p K

De plus, il suffit de faire la verification sur les reunions finies d'ouverts de base.

Ces reunions sont denombrables car G, etant un compact metrisable, admet une

base denombrable.

Soit (f/„)„£N l'ensemble de ces reunions finies d'ouverts de base. A C G est un

ensemble de Riesz si, et seulement si,

V^G-M^G)    (Vx G G (x £ A => (x{x) = 0))

=* (VA; > 0 3p > 0 Vn m{Un) < - => \li\{Un) < \ ) •

Considerons le borelien suivant de M1(G) x2G X 2G:

fl=UDUn (WW * 0} x {A|x ̂ A} x 2G U M'iG) x 2G
x€Gfc>0p>0n>0 ^

x lun\m(Un) > i J U |/i| |/i|(/7n) < 1 j x 2G x 2GV

Le complementaire de B, Bc, est un borelien de MX(G) x 2G x 2G. La projection

de Bc sur le deuxieme facteur de M1(G) x 2G x 2G est un ensemble analytique de

2G, soit A. Or, R(G) = Ac, done R{G) est coanalytique dans 2G.

COROLLAIRE 12. SiG est un groupe abelien discret denombrable, R{G) est un

ensemble coanalytique non borelien dans 2G.
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